Gebrauch der Lambertschen W-Funktion (Omegafunktion)

W(x) ist eine inverse Funktion zu f(x) = x[d*.

x[@* =y hat damit die Losung x=W(y).

f hat ihr globales Minimum bei (-1 | 1/e). W(y) ist flir y = -1/e die obere der beiden
Umkehrfunktionen zu f.

W(x[d") =x fiirx = -1

Beispiel 1: Beispiel 1a: Beispiel 2:
x = -In(x) x = -2[Ih(x) 2-x = In(x)
e*=1/x e =x2 2 X =x
x[er=1 et k=1 e’k =x
x=W(1)=10,5671432904..=Q |’ [k =1 e? = x[a*
e k2= x =W(e?) =1,5571...
x/2=W(%),
x=2W() =0,7034...

Beispiel 3 (Quasi)-Substitution:

In(x) = -x>
In(x) + 2™ = 2Mh(x) = W(2)

In(x) 250 + 1 =0 ool YOI
_2[111()() [é—zﬂh(x) =2 X = eXpD TD = 0,6529 ..

Beispiel 3a:

x*=3 Aus

exp(xh(x)) =3 W(a) (V@ =D folgt

xTh(x) = In(3) W(a)=Wb)>a=b->

z = In(x) W(a) V@ =a

0= In(3) oL A

z=W(In(3)) W(a)

x = exp(W(In(3)))
_ _In(3)

X = W(ln(3)) =1.825...

Beispiel 3b:
a
W(a)
Mit z := In(x) folgt ¢* [ =a und z=W(a) 2> W(x[h(x)) =In(x), x 21/e (3)

x[Ih(x) = a hat damit die Losung X =

Beispiel 4: Beispiel 4a:
xte'=a e+e*=0
ef=a-x eR[E*+1=0
1=(a-x) L& x [B*=-1/e

e’ = (a-x) [&** x=W(-1/e) =-1

a-x = W(e?)

x =a- W(e?) Siehe auch Beispiel 8
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Untere Umkehrfunktion

f ist streng monoton fiir x > -1. Daher existiert noch eine zweite Umkehrfunktion x = Wu(y)
fiir das schmale Intervall y [l [-1/e ; 0), was Funktionswerte im Bereich (-oo ; -1] liefert.
Beide Umkehrfunktionen sind in diesem Intervall erklért.

Ist x; = W(y) eine Losung mit y<0, so ist x, = Wu(y) folglich die zweite Losung.

Beispiel 5: Beispiel 6:
xléxp(-x/2) = 1/5 In(3x) =x
-x/2ldxp(-x/2) =-1/10 3x=¢

-x/2 = W(-1/10) -x[d*=-1/3

x1 = -2[W(-1/10) = 0,2236....
X2 = -2[Wu(-1/10) = 7,1543...

Xip =-W[u](-1/3) o
x;=-W(-1/3) =0,6190... , x,=-Wu(-1/3) = 1.5121...

Beispiel 7: Beispiel 7a, 7b:

In(x) = ax+b Inx)=x-2

In(x)-ax=b x; =-W(-1/e*) = 0,15859...
x ™ =¢P X, = -Wu(-1/e%) = 3.1461...
-ax [ =

-ax = W(-a (") In(x) =x -1

X1 = -1/a OW[u](-a &) x=-W(-1/e) =1

In diesem Grenzfall fallen beide Lésungen zusammen.

Beispiel 8: Beispiel 8a:
e*=al} a* = blX
l=ald [&™ 1 = bXldxp(-xTh(a))
-l/a=-x [&™ -In(a)/b = -x[h(a)ldxp(-xh(a))
x; =-W(-1/a) -x[Ih(a) = W(-In(a)/b)
x, =-Wu(-1/a), a>e = W[u](- ey
12 In(a)
Beispiel 9: Beispiel 9a:
e'=alX+b Firb=1und a>1 ist
1 =(aX + b)ld™ et=alX + 1
_l:H—x-EHDe_x X :-l- WE_ l[[e_;%
a [ afl ' a a
1 -° b -2
- lmee s - x- 2 w=-1[- 109
a 0 afl ! a [ af

Entsprechendes gilt fiir Wuund a <1
- ¢*=ald + 1 hat stets eine Losung x =0

_ b 1_°
Beispiel 9c: Fiir e*=alX + b lautet die Losung X, = - 1 t Wlu]s—le®

a
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Beispiel 10: Fallunterscheidung

Beispiel 10a:

xt=¢"

xE*=1

(1)

x =1

x/4 (&4 =Y,

x1 = -40W(-V4) = 1,4296...
%o = -4[Wu(-V4) = 8,6131...
(i1)

-X [b—x/4 — 1

x/4 =1,

x; = -4IW(Y4) = -0.8155. .

x*[e*=0.01
(1)
x & =0,1

x/2 B2 =-1/20
X1 = -2[W(-1/20) = 0,1054...

x2 = -2[Wu(-1/20) = 8,9995...

(i)
x[E¥?=0,1
X2 =1/20
x3 = -2[W(1/20) =-0,0953...

Beispiel 11:

Gesucht ist eine Funktion, fiir die gilt x* = y*

g% = yl/y = 7
Xx=2z
x = exp(x[Th(z))
x Lexp(-x[h(z)) =1
-x[Ih(z) Lexp(-x[0h(z)) = -In(z)
-x[Ih(z) = W(-In(z))
= 2 WlinG)
In(z)

H -y DWE-IH(Y)% x> e
_ Hln(y) y

X

DlﬂWu%-ln(Y)%, I<x<e

Hin(y)
Direktlink:

y

http://www.thkoehler.de/midnightblue/m kdb.htm?f=(x<2.7183)? (-x/In(x)*wu(-In(x)/x)) : (-
x/In(x)*w(-In(x)/x))&xmin=-1 &xmax=9&ymin=-1&ymax=9&x0=2.718281828459045

Bemerkung:
-1 1 1 1 1 1
Fiir 0 < x < e wire WE =y % e WE—DID—% = WEIH_ %XPEID—EE = In— analog zu (3).
y y |y y y y

Entsprechendes gilt fiir x > e und Wu.
Die Losung der Ausgangsgleichung ist damit nicht vollstidndig.
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